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研究が MicharelHarris氏， GunterHarder氏， FabianJanuszewski氏などによって進め
られている．彼らの研究の背景には（特にコホモロジカル）保型 L関数や Rankin-Selberg
L関数の特殊値の有理性（または整数性）という問題があり，すでに関連する論文もいくらか







例 1.Riemannゼータ関数く(s)=~'.:;'=l n-sを考えようこれは GL1(A1QJ)の自明表現に






である。ここで B2mは第 2m項のベルヌーイ数である特に百母芦杓:;;;E QX C (Ql (QX 
はQの単元の集合）である．
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例 2([28]). 複素上半平面上の正則関数△ を
00 
△ (T) = q IT(1 _ qn)24 
n=l 
と定義するここで q= e27riTである．△ はRamanujanのデルタ関数と呼ばれる，ウェイ
ト12の SL2(Z)(Zは整数環）に関する正規化された唯一の一変数正則 (Hecke固有）尖点
形式である.L(s, △）を△ に付随する保型 L関数とする．すなわち，△ の Fourier展開を
△ (T) = L立lT(n)炉と書くとき， L(s,△）＝区立1T(n)n-sである．また，
A(s, △） = (2司―8f(s)L(s,△） 
とおく．ここで r(s)はガンマ関数である．この時周期と呼ばれるある 2つの実数 w+,w―
があり，
A(l, △） = A(ll, △）＝ 
192 
691 w 








A(4, △） = A(8, △） = 40w+ 




A(6, △） = 32w+ 






















間に分解するとわかる．実際，△ から来ない方の固有値は各素数 pに対して pll+ 1 (つま
り適当な正規化の下で Eisenstein級数の Fourier係数）が現れる△ から来る方の固有ベ
クトルを直接求めることで上述の結果が得られる．
次の予想は大域 Langlands対応の関手性や [3]Conjecture 2.1を通じて L関数の特殊値
の代数性を統一するであろうと期待されている：
予想 3([7] Conjecture 2.8). Eを代数体， M を体上定義された臨界な E係数モチーフと
する.Eの複素数体 Cへの埋め込みびに対し， L(び，M,s)をM とびに付随する L関数と
する .E 図 (C~(CHom(E,IC)i e Q9z→ (cr(e)z)により L*(s,M) = (L(び，M,s))uEHom(E,IC) 
を E図 Cに値を持つ関数とみなす.Eの複素数体への（ある）埋め込みびについて
L(び，M,0) -/0であると仮定する．このとき，ある幾何学的に定められる定数 c+(M)E 
(ERIQ!C)x /Exを用いて L*(M,0) E c+(M)・かと表せる．
L関数の特殊値の整数性とは，代数体 EをEの整数環 (')Eの局所化 (')E,fに置き換える
ことを指す．例えば例 2の場合で言えば QをZ[1/2, 1/3, 1/5, 1/7, 1/691]に書き換えるこ
とができる．
Harder氏や Raghuram氏， Januszewski氏はとりわけ GLnの保型表現，特にコホモロ
ジカル尖点的保型表現を調べている．その理由は，大域Langlands対応の関手性を信じれば，
一般の保型 L関数を理解するには GLnの保型 L関数を理解すればよいという了解による
だろう.GLnの場合強重複度一定理が成り立つから調べやすいという技術的側面もあると
思う．ここで一般に有理数体上の簡約代数群の保型表現 Iがコホモロジカルであるとは制
限テンソル分解 I竺 @'IIvにおいて無限素点成分 Ilooが (g,K)加群としてコホモロジカ
ルであることを言う ([1]Definition 7.2.1). いわゆる Aq(入）加群がコホモロジカル (g,K)
加群の例であるなぜコホモロジカルなものを考えるのだろうか？実は，コホモロジカル尖
点的保型表現 Iの有限素点部 II(oo)に有理構造が存在することが [2]Thoreme 3.13, [4], 
[29] Proposition 2.15などの仕事の後，最終的に [25]Theorem 8.4で一般的な形で証明さ
れたかなり大雑把には， IIoo及び有限素点部分 II(oo)の有理性から L関数の特殊値の有理









思われているためである．これについては例えば [3]Conjecture 1.14, [1] Conjecture 3.1.6, 



















の導来関手がある. Januszewski氏は [25]において，標数 0の体上定義された対の射






例えば有理数体 Q(実際あとでは Z[1/2])上の簡約代数群 S0(3)を可換Q代数の圏の群余
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前層として
S0(3)(A) = {g E SL3(A): 研=g―1}
で定義する（ここで帆は行列 gの転置とする）．この時， S0(3)はQ[F月上分裂し，
（代数的） Borel-Weil構成により絶対既約表現を全て得ることができる ([23]I 5.6, [18] 






その他の表現の構成方法の 1つに D加群を用いるものがあるここでは簡単のため G艮
を連結線形実簡約Lie群， KRをその極大コンパクト部分群とする．これらの複素化を G,K
とし，その Lie環を対応するドイツ文字 9,£ と書<.'.Be,'.BKを各々 G とK の旗多様体
とするとき gの0安定 Borel部分代数 bに付随して K 同変閉埋め込み i:'.BK'----t'.Beを
得るここで 0はKIRに対応する Cartan対合である．正規化部分群 NK(b)の極大簡約部
分群 L をとる．入を b の線形汎関数とし， (C_入を b が—入で作用する 1 次元 (b,L)加群
とする.(C_入に対応する '.BK上の線束を ,l_入と書く．この時ある (9,K)加群の同型
r('.Bc, i+L-入）*~ ん（入）










0(2)(A) = {g E GL2(A) : g尻=1}. 




同変閉埋め込み SpecZ[t] /(住+1)→ JP'lであってこの底変換ーRzCが上述の閉 0(2)軌
道になっているものを与えることができる．
群論的立場から見直してみれば，野は GL2の旗概形である．上述の 2点は各々 S0(2)((C)
軌道とみなすこともできる．ここで

















上 Borel部分群を持つ必要もなくなる例えば S0(3)の場合で言えば単に旗概形の Z[1/2] 
点集合が空集合であるというだけである．このようなアイデアは SGA3にすでに現れて
いる一般の底概形上の簡約群， Borel部分群，旗概形の定義などに関しては [8]Definition 
2.7, [1] Definition 4.5, [9] Corollaire 5.8.3などを見られたい．以下， Z[1/2]上の簡約群概
形 SL3,S0(3)の旗概形 ([9]Corollaire 5.8.3の記法で Bor(SL3),Bor(S0(3))と書かれて
いたもの）をここではそれぞれ '.BsLa,'.Bso(3)と書く．








場合，閉埋め込みは対応する軌道の点（つまり SL3(C)の適切な Borel部分群）を 1つとる
ことで自動的に得られる．これは Borel部分群を逐一どう対応させるかを書き下すことに
比べてはるかに簡単であろうそういうわけで， [2]では射を Z[1/2, ✓ 二月上構成してお
き，それが実は Z[1/2]上定義されていたことを後から証明するという手段 (Galois降下）
をとった．
この方針を実行するにはまず閉軌道に対応する Z[1/2, ✓ 二月上定義された Borel部分








定義 5.X をS上の分離概形， S'をS概形， XEX(S'), 7r: Gm Xs X→ X をS上の作
用とする．底変換により G加が， X,及び T をS'上定義されているとみなす．軌道射
n(-)x: Gm臼年 X51S'庄 (GmX51 X喜x
がS'上の射酎→X に延長するとき limt→O n(t)・Xが存在すると言う．




j l ,,/,,'I } 
A 1 ----+ Y. μ 




与えられたとき， limt→O i Oμ が存在することは limt→oμ が存在することの必要十分
条件である．
系7yを分離 S概形， i:X<-tYを閉埋め込みとする.xとYはiが(G=同変になる
ような (G=の作用冗)('7ryを持つとする．このとき， S概形 Tに対し，
{y E Y(T): l吼行(t)-yが存在する }ni(X(T))= i({x E X(T): 把炉·x(t)•x が存在する｝）
が成り立つ．
次の定理が肝心である．
定理 8([5] Example 5.2.2) GをS上の簡約群概形， Tをその極大トーラスとするこの
とき，余指標 μV:Gm→Tに対し，次で定義される Gの部分前層 P瓜μりは Gの放物部
分群である：
Pa尻）(X) = {g E G(X) : t吼μV(t)gμV(t)―1が存在する｝．
ここから証明の概要に戻る．以下の議論では底概形 Sは全てアフィンである．そこで， S
の座標環が Kのとき，制限米田関手により S概形を可換 K代数の圏の余前層とみなす．さ
て， Tstdを対角行列からなる SL3のZ[1/2, ✓ 可］上の極大トーラスとする．次に
l J=1 0 g,~(~ ~ 『） EGL孔Z[1/2, 汀）
T。=goTstd9計
とおく．このとき Z[1/2, ✓ コ］上の余指標 μV:Gm→T。を
a→ g。o{ ng訂
とおくとき， B。：= PsL3 (μv)は SL3の Borel部分群となる（例えば [6]Corollary 2.2.2 
を見よ）. μVは S0(3)の極大トーラスを経由することが容易にわかり，系 7により
Be:= B。nS0(3) = Pso(3)国）となることがわかる.B。が Borel部分群であることか
ら凡の各幾何学的ファイバーも可解群となり， Beは Borel部分群となる．以上により
Z [1/2, ✓ コ］上定義された S0(3)同変単射 i:'.Bso(3)→'.BsL3が得られる．
注意 9.筆者は本研究を始めた当初， Beの Levi分解を明示的に与えることで Beが平滑で
あること（及び Borel部分群であること）を証明していたこの証明は [20]に残した．
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次に iがZ[1/2] J: 定義されることについて概説する．証明の基本的なアイデアは「もし

















1 0 0 で与えられるさらに'~(。 -1 0) E S0(3)(Z)とすると







叫o(3)(R 0z[1/2] Z [1/2, ✓ ゴ）二恥o(3)(R 0z[1/2] Z [ 1 /2, ✓ コ］）
t↓ } 
'BsL(3) (R 0z[1/2J Z [ 1 /2, ✓ 可］）二 'BsL(3)(R0z[1/2J Z [1/2, ✓ 可］）．
ここで，水平な矢印は Z[1/2, ✓ 二月の共役自己同型から誘導される写像である．あとは
共役不変な部分を取ることで町1/2]上の射 'Bso(3)→ 'BsL3であってその Z[1/2, ✓ 二[]
への底変換が iと一致するものが得られる (Galois降下）．以下，このようにして得られた
Z [1/2]上の射恥0(3)→ '13SL3を同じ記号 iで書く.iはZ[1/2, ✓ 可lJ: S0(3)同変なの
で，降下の一意性から Z[1/2]上でも S0(3)同変であることが言える．
晦0(3)と'BsL3IまZ[l/2]上射影的である ([9]Corollaire 5.8.3). 特に 'Bso(3)と'13SL3
はZ[l/2]上固有である ([10]Theoreme 5.5.3 (i). [10] Corollaire 5.4.3 (i)により， iも固
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有であることがわかる．一般に，概形間の（有限表示な）固有単射は期埋め込みなので ([12]
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